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Appendix A

Rappel sur les complexes

A.1 Ecriture d’un complexe
Dans le cadre de ce cours, on note j, le complexe imaginaire dont le carré vaut —1.
j?=-1
Les complexes sont notés
z=a+3b

a est la partie réelle de z notée Re(z) et b est la partie imaginaire de z notée Sm(z). On peut interpréter un complexe
comme un point dans un plan dont la premiere coordonnée est a et la deuxieme coordonnée est b.

A.2 Représentation angulaire de complexes de module 1
Certains complexes peuvent s’écrire comme
z = el = cos(6) + j sin(h)

6 est 'argument de ce complexe, il est aussi appelé parfois la phase. Quand z = 0, cet argument n’est pas défini '
Parmi ces complexes, on trouve

eV =1
A - j
edr = -1
e’ T = —j
egm = 1

Avec l'interprétation géométrique, tous ces complexes sont sur le cercle unité de centre 0 et de rayon 1.

A.3 Module et argument d’un complexe
Tous les complexes s’écrivent 2
z=re avec § € [—m, 7|

On note r = |z| c’est ce qu’on appelle le module de z. On note 6 = arg(z), c’est ce qu’on appelle 'argument.

'En effet pour tout 6, 0 = 0e’?.
211 existe différentes conventions pour définir arg(z).



A.3.1 Argument d’'un complexe

On dispose de régles de calcul. Il existe k entier positif ou négatif tel que 3
arg(z122) = arg(z1) + arg(ze) + 2km et arg (zl> = arg(z1) — arg(ze2) — 2k7 (A.1)
22

Il est possible de déterminer 'argument en fonction du complexe.

arctan (g) si a>0

5 si a=0,0>0
arg(a + jb) = { —pi+ arctan (g) si a>0,b>0

-5 si a=0,b<0

pi + arctan (g) si a>0,b<0

Ce calcul est implémenté dans Matlab/Octave avec la fonction angle. Dans le cadre de cette formation, on ne cherche
pas a déterminer exactement ’argument et on se contente de déterminer cet argument modulo 7.
Il existe k entier positif ou négatif

b
arg(a + jb) = arctan (a) km

A.3.2 Module d’un complexe

On dispose de regles de calcul

|21]

|22

21

|z122] = |21] |22] et

Il est possible de déterminer 'argument en fonction du complexe.

la + jb| = Va? + b?

V3Da1'1s I’équation (A.1), on n’a pas toujours 'égalité parfois il y a une différence qui est un multiple de 27. Ainsi 0 = arg(1) = arg(jjjj) =
E+E5+5+5) -2



Appendix B

Justification des égalités de Parseval

Il s’agit ici de montrer le lien entre les égalités de Parseval et le reste du cours de traitement numérique du signal.

B.1 Cas d’un signal temps continu non-périodique

L’égalités de Parseval peut se voir comme un cas particulier du fait que le spectre associé a un signal qui résulte
d’un produit de convolution de deux signal est le produit des spectres de ces deux signaux.

Considérons un signal z(t) temps continu et non-périodique. L’énergie de ce signal est donné par (??) dans la
section 77 (p. 77) :

E, = /OO 22 (t)dt

—00

La section ?? (p. ?77?) affirme (?7) :
+oo 9
B~ [ CIROPY

Il est assez simple de montrer le lien avec le produit de convolution. Soit y(t) = x(—t), alors le changement de
variable ¢ = —t montre que

()= [ uweta= [yt cany = [ a@e il =X

—00 “+o00 —0o0

Soit z(t) = =(t) xy(t). Alors

2(0) = /+O° 2(r)y(—r) dr = /+°° 2(r)dr = E,

— 00 — 00

Du fait des propriétés de la transformée de Fourier et du produit de convolution,

/+oo —~ +oo - +oo

Z(f)df = X(NHY(f)df = X(NHX(f)df = [ j X (f)*df

—00 —00 —00

B.2 Cas d’un signal temps continu et périodique

Soit x(t) un signal temps continu et périodique de période T'. Dans la section ??, (p. ?7), la puissance s’exprime
ainsi (77) :

P—l/T 2(t)dt
_T A €T

Dans la section ??, (p. 77, la puissance s’exprime aussi en fonction des coefficients de la transformée de Fourier :

+o00

P=Y ])?k

k=—00

’ 2

La justification utilise ici le fait que les exponentielles complexes forment en quelque sorte une base des fonctions
périodiques.



1. z(t) s’exprime en fonction de X} au moyen de la transformée de Fourier inverse (?7)
+oo ) .
a(t)y= > Xpel? kT
k=—o0

2. Les différentes exponentielles complexes forment une base orthonormée pour le produire scalaire généralement
utilisé pour les fonctions périodiques :

LT omkt —jomit
7/ el e ]WTdt:(sk_l
T Jo
Ce résultat se démontre en explicitant la primitive qui est, soit ¢ lorsque k = [, soit j27rgl;—l) eI (k=D qui est

une fonction périodique. Le calcul de I'intégrale donne 1 dans le premier cas et 0 dans 'autre cas.

3. La propriété (??) énoncée p. ?? section ?? indique que :
X_=X;

4. Ces propriétés permettent de faire le calcul suivant.

D’apres la propriété 1

1/T 22(t) dt = 1/T Yo X Xl 0T | gy
TJo Th \izicz

D’apres la propriété 2

1T, SN
T/o T (t) dt = ZXkX—k
keZ

D’apres la propriété 3
1T, ~ = ~ |2

keZ keZ

B.3 Cas d’un signal temps discret non-périodique

Soit x,, un signal temps discret non-périodique. Soit T¢ la période d’échantillonnage et f, la fréquence d’échantillonnage.
Dans la section ??, (p. 77), I'énergie s’exprime ainsi (77) :

o0
E:X:ac?1
—00

Dans la section ?7?, (p. 77), la puissance s’exprime aussi en fonction des coefficients de la transformée de Fourier :

fe
1 7%

E=—
fo)-g

X (f)?df

La justification se fait exactement de la méme fagon que pour la section B.2, il n’y a que les notations qui changent.

1. X(f) s’exprime en fonction de x,, au moyen de la transformée de Fourier & temps discret (?7?)

oo
X(f)= > apei?inte

n=—oo



2. Les différentes exponentielles complexes forment une base orthonormée pour le produire scalaire généralement
utilisé pour les fonctions périodiques :

!
1 [z

Je)-%

ej?Trk‘fTee—jZTrlfTe df — 5k‘—l

Ce résultat se démontre en explicitant la primitive qui est, soit f lorsque k = [, soit meﬂ”(k*l)f Te qui
est une fonction périodique. Le calcul de I'intégrale donne 1 dans le premier cas et 0 dans 'autre cas.
3. Comme le signal z,, est a valeurs réelles, le conjugué de la transformée de Fourier s’exprime ainsi :

oo

X(f) = Z xnejZﬂ-fnTe

n=—oo

4. Ces propriétés permettent de faire le calcul suivant.

D’apres les propriétés 1 et 3

L eplPare L I won R d
AR A PRGRGL
fe
:l 2 Z mee—janmTex ej27rfnTedf
fe 2 meZner

et

fe

fe

1 /2 45 2 1 2 :

_ [ —j2m f(m—n)Te

| X[ ar= fejfe S 3z df
2 2 mMEZnEL

D’apres la propriété 2

)Z'(f)‘2 df = Z T, = Zwi

meZ neL

1 /f2
7o)z

B.4 Cas d’un signal temps discret périodique

Soit x,, un signal temps discret périodique de période N. Soit T, la période d’échantillonnage et f. la fréquence
d’échantillonnage. Dans la section 7?7, (p. ?7), la puissance s’exprime ainsi (77) :

Dans la section ??, (p. ??7), d’apres (?7), la puissance s’exprime aussi en fonction des coefficients de la transformée
de Fourier :

La justification est un peu différente car elle utilise le produit scalaire généralement utilisé pour les suites péri-
odiques.

1. X}, s’exprime en fonction de x,, au moyen de la transformée de Fourier discrete (77)

| N-1 .
S _iopkn
X = angoxne TN



2. Les différentes exponentielles complexes forment une base orthonormée pour le produire scalaire généralement
utilisé pour les suites périodiques :

1 N-1

'27r 27r—
N2 TN TN = 6y
n=0

e Si k=1, alors le terme de la série est 1 et la somme normalisée vaut 1.

e Sik # 1, cette expression s’interpréte comme la somme d’une suite géométrique

N
N-1 1 — (25" 27 (k—1)
j2 (k= in 1 jor (1) 1—el 7
Z ! 72 e’ - = iy =0
N o (=D o (k=)
n=0 1—(ed*™ N~ 1—e N

Le numérateur de la derniere expression est nulle parce que k — [ est un entier.

3. Comme le signal z, est a valeurs réelles, le conjugué de la transformée de Fourier discréte s’exprime ainsi :
N-1

- o kn
X, = Z Tpel N
n=0

4. Ces propriétés permettent de faire le calcul suivant.

D’apres les propriétés 1 et 3

D’apres la propriété 2



Appendix C

Exemple de calculs

C.1 Calcul de la transformée de Laplace inverse d’une fonction de transfert
dont le dénominateur contient une racine double

On s’intéresse ici a

p—1
Hp) =—=
(p) P11
Le dénominateur est un polyndéme qui a une racine double en p = —1. La décomposition en élément simple du
polynéme se fait en cherchant a et b tel que
a b b+alp+1) (b+a)+ap
H(p) = + 2 = 2 = 2
p+1 (p+1) (p+1) (p+1)
Cette décomposition se fait avec a = 1 et b = —2.
1 2
H(p)

T+l (pt1p
L’utilisation de (?7), p. 7?7, donne

h(t) = e "1g(t) — 2te "1g(t) = (1 — 2t)e "1g(t)

C.2 Exemple de calcul de la transformée en Z inverse d’une fonction de trans-
fert dont le dénominateur contient une racine double

On cherche ici & calculer la transformée en Z inverse de

1—271
Hz)=———=
( ) (1 + Z_1>2
Le dénominateur contient une racine double en z = —1. Aussi en application de (??), p. 77, il existe a et b tel que

B = (an + b)(=1)" 1]
La relation entrée-sortie associée a cette fonction de transfert est
Un+2Yn—1+ Yn—2 = Tn — Tn1 (C.1)

On place en entrée x,, = §,. L’application de (C.1) pour n = 0 montre qu’alors yp+2x0+1x0=1—1x0 et donc
yo = 1. L’application de (C.1) pour n = 1 montre qu’alors y; +2y9+1 x0=1x0—1 et donc y; = —3. Les valeurs
de y, sont celles de h,, et par suite ces calculs permettent d’en déduire les valeurs de a et de b :

(ax0+b)x1 = h=1=0b=1
(ax14+b)x(-1) = hh=-3=a+b=3=a=2

8



Par ailleurs h,, vérifie (C.1) pour n > 2 lorsque z,, = d, :

Un+2n-1tyn2 = 2n+1(=1)"+220n -1+ 1)(=1)" + (2(n—2) + H(-1)"
Un+2Un—1+Un2 = Cn+1+2n—-3—4n+2)(-1)" 1 =0=10, —6p—1 =Ty — Tn_1
On a finalement bien prouvé que

hn = (20 + 1)(—1)"1y[n]



Appendix D

Trouver les parametres d’un signal sinusoidal
ajouté a une composante continue

L’objectif est de trouver les valeurs de a, b, fo, ¢ a partir de la courbe représentative du signal temps continu ainsi
défini :

x(t) = a+ beos (27 fot + )
Sur la courbe représentative du signal, on cherche & mesurer les valeurs suivantes :
o maxz(t) : valeur du maximum du signal
o minz(t) : valeur du minimum du signal
e T : période du signal
o 7 =argmaxx(f) : un instant ou le signal est maximal

Ces quantités sont illustrées sur la figure D.1. Elles permettent d’en déduire les quantités a retrouver.

max (t)+min x(¢)

a 2

_ maxz(t)—minz(t)
b : axx 5 xr
fo = 7
T = argmaxx(t)
¢ = =2mfor

10



Figure D.1: Signal sinusoidal ajouté a une composante continue.
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Appendix E

Exemple de correction d’exercices

E.1 Enoncé

On cherche a estimer I'impact de 'utilisation d’une fenétre triangulaire pour synthétiser un filtre passe-bas. On
suppose que 'on considére des signaux échantillonnés a fe et que l'on a réalisé la synthése d’un filtre numérique
passe-bas de fréquence de coupure f., avec une réponse impulsionnelle causale qui contient 2/N 4+ 1 termes non-nuls.
La fenétre rectangulaire est donnée par

T = 1i_n. N}
Elle a pour transformée de Fourier a temps discret

sin(m(N + 1) fTe)
sin(7 fT¢)

R(f) =

La fenétre triangulaire est donnée par

Elle a pour transformée de Fourier a temps discret

~ 1 sin?(7n(N + 1) fTe)
= N+1  sin?(rfTe)

Question 1 Montrez que la réponse fréquentielle du filtre synthétisé est donnée par

~ f+fe .
fin(f) = 5 [ Rw)aw

f=fe
_ 1 ftfe
HT(f):fe/f_f T(v) dv

Question 2 Donnez la largeur des lobes du sinus cardinal en terme de bande de fréquences et montrez que si N
est grand devant f./f. alors la largeur de ces lobes est petite devant fc.
Question 3 En utilisant cette approximation (N grand devant f./f.), montrez que

1

ﬁR(fC) ~ ﬁT(fC) ~ 5

E.2 Correction

E.2.1 Question 1

Je démontre d’abord le fait que pour deux signaux a temps discret a,, et b, de transformée de Fourier a temps
discret A(f) et B(f)

fe
anby = TFTD™! U L AUGB( — f)df (E.1)

12



Du fait des définitions de A(f) et B(f),
anby = TETD ™ [A(f)]TFTD " [B(f)]
J'utilise les définitions de la TFTD et j'utilise deux variables d’intégration différentes

fe fe
1 2 -~ , 1 1% ~ ,
anbn = f/j A(fl)ej%rflnTe dfle/j B(f2)6]27rf2nTe df2
eJ—F eJ-1e

Ce produit d’intégrale peut se voir comme une intégrale double et je fais le changement de variable f; = f; et

f = fl +f2
1+
anbn f /fe /f+ f fl)ej27rf fi)nTe de(f )ejQWfInTe df,

La fonction f +— E( - fl)ejz’r(f —fnTe tant périodique de période f. cela me permet de changer les bornes de la
deuxiéme intégrale

b = 7 / f / B(f — fr)er= U= g A()er2m it gy,

Apres simplification des deux exponentielles complexes en une seule on retrouve (E.1).

Je pose h, la réponse impulsionne du filtre passe-bas idéal de réponse fréquentielle H (f) = Yy 5 (f) sur
Uintervalle [—%, %} Ensuite I'application de (E.1) montre que :

fe
1 2

rnhn = TFTD™
il

R(fl) (f_fl)df1‘|
L’application de TFTD & cette équation et d’autre part le fait d’utiliser la définition de H (f — f1) montre que

~ 1 pftfe o
TFTD[h,r,] = Hr(f) = 7 / . RB(fodh

Enfin lapplication de (E.1) montre que :
tnhy = TFTD™! [ / T(f)H(f - f1) dfll

L’application de TFTD & cette équation et d’autre part le fait d’utiliser la définition de H (f — f1) montre que

1 pf+fe
TFTD[hnt,] = Hr(f) = f/ff T(f1)dfr

E.2.2 Question 2

La fonction f — sin(m(N + 1)fT,) s’annule en tous les multiples de = sauf en f = 0. Aussi les lobes de R(f)

N+1
et de T'(f) sont de largeur Nf—jrl, sauf le lobe central qui est deux fois plus large.
Quand N est grand devant f./f. alors o~ j:el) 7 N +1 est petit devant f..

E.2.3 Question 3
Dans un premier temps je considere f. < %.
fe

1 [2fe 1 /% ~
Half) = % / Ry~ /0 R(v) dv

13



L’approximation est justifié par le fait que }AE(V) est faible sur l'intervalle [2f., fe/2] parce que les lobes sont petits
devant f.. Par ailleurs R(v) = |R(v)| est une fonction paire

fe
1 /2 -~ 11 ~ 1 1
ﬂAQMWM: | R@)dv = rlo] =

En reliant les deux équations, on trouve ’approximation demandée.

Dans une deuxieme temps je considere f. > % avec toujours f. < % J’utilise une autre approximation N grand

devant 7 f 5T La périodicité de R montre que :

. 1 [2fe 1 L 1 [2fe—fe
Hﬂ@:ﬂﬁ mmw:ﬁA mmw+ﬁ[§ R(v)dv

Pour les mémes raisons que précédemment, le premier terme vaut % L’approximation considérée maintenant permet
d’affirmer que les lobes ont une largeur petite devant f. — 2f. < f./2 et que donc E(V) est faible sur I'intervalle
[fe —2fe, %], ce qui par symétrie signifie aussi que R(v) est faible sur U'intervalle [—%, 2f. — fe]. Le deuxiéme terme
est donc de valeur faible. Ainsi se trouve justifié 'approximation dans le deuxiéme cas.

Le raisonnement est le méme pour Hp(f.).

14



Appendix F

Calcul avec les intégrales et les fonctions
caractéristiques

On appelle fonction caractéristique

La(z) = { (1) :i i ;ﬁ (F.1)

Quand A est un intervalle, la fonction caractéristique est en fait une porte.

lsia<z<b
lia,bj(z) =4 Osiz<a (F.2)
Osiz>b

Il est possible de déplacer les termes au sein de la définition de la fonction caractéristique sur un intervalle

Lo p) (1) = La—rp—q(0) = Lo p—q)(t — @) (F.3)

Cette fonction permet de transformer une intégrale sur un intervalle en une intégralle sur R.

[ st = [ s = [ 1m0 a (F.4)

L’intégrale de cette fonction porte est
/]R 1y () dt =b—a (F.5)

Le centre de cette fonction porte est
/R Aty dt = “ 57 (F.6)

15



Appendix G

Différentes techniques pour représenter le
module d’une réponse fréquentielle

Les simulations numériques permettent de visualiser rapidement le module de la réponse fréquentielle d’un filtre.
Cela étant il peut étre intéressant d’avoir quelques techniques permettant dans certains cas simples d’en obtenir aussi
une allure.

G.1 |H(f)| = |1+ /|
G.2 |H(f)| = |1+ e

16



Appendix H

Bibliographie

Dans le livre [?], les probabilités sont présentées dans 'annexe A. Le traitement du signal se trouve dans 'annexe B
et dans les sections 2.3, 2.4.1 et 2.5 du chapitre 2. La psychoacoustique est présentée en section 2.2.3 du chapitre 2.
Le traitement du son se trouve dans dans les sections 2.2, 2.4 et 2.5 du chapitre 2 et la section 12.3 du chapitre 12.

Dans le livre [?], le traitement du signal est présenté dans les chapitres 1 et 2. En particulier la syntheése des filtres
est faite différemment. La psychoacoustique est présentée dans I’annexe C.

Dans le livre [?], le traitement du signal est présenté dans les chapitre 1, ou se trouve aussi quelques notions sur
le bruit rose. Le chapitre 5 présente les notions de psychoacoustiques.
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