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Chapter 1

Représentation des signaux non-périodiques,
module et argument d’un complexe,
distribution de Dirac, indicatrice, calculs de
limites, intégrale d’un signal et transformeée
de Fourier en la fréquence nulle

1.1 Exercices
Exercice 1 On définit un signal x(t) par

st t<—1

st te

st te

0

2

2—t st te
t

2 st te
0

st t>3

1. Tracez la courbe représentative de x(t) pour t € [—24].

400
2. Calculez [ x(t)dt et montrez que X (0) =T.

—0o0

Exercice 2 On considére un signal noté x(t) et dont la transformée de Fourier est notée X (v). Ce signal est une
succession de segments joignant les instants t = 0,2,3: x(0) =0, z(2) =1, z(3) = 0. Ce signal est nul pourt <0 et
pour t > 3.

1. Représentez le signal.
2. Ezprimez le signal en utilisant l'indicatrice 14(t) ou A est un intervalle.

3. Calculez X(0).

Exercice 3 On considére un signal x(t) = e '1g, (t), sa transformée de Fourier est notée X (v).
1. Représentez x(t)
2. Calculez X(0)

Exercice 4 On définit 1I(t) = 1;_1 1,(t). Représentez graphiquement x(t) = tI(t). Calculez X (0).

11
2°2

2



Exercice 5 On note H(t) = 1) oo(t). Montrez que

Exercice 6 On définit un signal x(t) par
(t) = e () + e (1) + e TP 1 (1)

Représentez ce signal x(t). Calculez X (0).



Chapter 2

Symeétrie, utilisation de la valeur absolue,
transformations des signaux et leurs
conséquences sur la transformée de Fourier,
module et argument de la transformée de
Fourier

2.1 Exercices

Exercice 7 On considére un signal x(t) dont la transformée de Fourier est notée X (v).

1 1
2l +iv

X(v)

Représentez le module et l'argument de X (v).

Exercice 8 On considére un signal x1(t) et sa transformée de Fourier notée X;(v).

1

z1(t) = e "1g, (t) et X1(v) = T %m0

1. Représentez | X1(v)|

2. Représentez arg(X1)(v)

Exercice 9 On définit un signal x(t) par

st t<—1

st te

st te

0

2

2—t si te
t

2 st te
0

st t>3

Ce signal a déja été étudié dans lexercice 1 (p. 2). On considére y(t) = x(t + 1).
1. Montrez que y(t) est un signal pair.
2. En déduire la valeur de tg, telle que x(t) soit symétrique par rapport d t.

3. Quel est l'argument de Y (v).



4. Ezprimez X (v) en fonction de Y (v).

5. Montrez que pour chaque valeur v, il existe k € 7 tel que arg(X(v)) = —2inv + km, ot Z est l'ensemble des
entiers positifs et négatifs.

6. Montrez que

7. Montrez que x(t + 2) = x(—t)

8. Montrez que
RA(X(¥)) = LX) + 5 X () = 7F Bx(t +2) + ;x(t)] )
ot Z signifie le complexe conjugué de z.
9. Représentez le graphe de t — Sz(t) + Sz(t +2)
10. On pose wq(t) = 211y 3(t) et wc(t) = (1 — [¢])1—11(t). En utilisant une construction graphique, montrez que

x(t) = xq(t) — xc(t — 1)

Exercice 10 On considére les signauz x(t), y(t) et z(t), leur transformée de Fourier est notée X (v), Y(v), Z(v).

o z(t) = e ™1 oof(t)

11
2l 4w

X(v)
Son module et son argument sont représentés dans l’exercice 7.
o y(t) = e 2l
o 2(t) = eIt

1. Ezprimez y(t) en fonction de x(t) et x(—t).

2. Montrez que Y (v) = 2Re(X (v)) et en utilisant le fait que cos(arctan(x)) = \/ﬁ? montrez qu’ici | X (v)| et

|Y (v)| ont les mémes sens de variations.
3. Ezprimez z(t) en fonction de y(t)
4. Ezxprimez Z(v) en fonction de Y (v).
5. Représentez |Z(v)| et arg(Z(v)).

Exercice 11 On définit II(t) = 1;_1 1,(t). On considére le signal x1(t) défini par

1(t) = 1T (;)

A partir de la représentation graphique de tII(t) obtenue avec l'exercice 4, représentez graphiquement x1(t).
Exercice 12 On considére x1(t) = e "1g, (t) et xo(t) = z1(t — 1)
1. Représentez xa(t)

2. Calculez X5(0)

Exercice 13 On considére x1(t) = e '1g, (t)



1. Représentez x3(t) = x1(t — 1) + 21(—1 —¢)
Exprimez x3(t) en fonction de xa(t) = x1(t — 1)
Représentez x4(t) = x1(t +1) +21(1 — 1)

Représentez x5(t) = x1(t +1) — x1(1 —t)

SIS CIRS

Quels sont les signaux pairs et impairs ¢

Exercice 14 On définit II(t) = 1;_1 _1,(¢) et signe(t) = 1g, (¢) — 1r_(t) Représentez graphiquement
27 2

=)+ -0 (5)

Exercice 15 On considere z(t) = 1_1 1j(t) et y(t) = z(2t + 3).
1. Trouvez ty tel que y(t) soit symétrique par rapport a to.

2. Montrez qu’on a alors pourt € R,
y(to +1t) =y(to — 1)
Exercice 16 On considére les signauz x1(t) et xa(t), leur transformées de Fourier sont notées X1(v) et Xo(v).

zi(t) = e "1g, (1), Xi(v) et xo(t) =z (t —1) +x1(—1—1)

T 1+ 2imw
1. Calculez X5 (v)

2. Représentez | Xo(v)|
Exercice 17 On considere un signal défini par
z(t) = (1= [t)1_11(2)
1. Représentez graphiquement ce signal.

2. On considére un signal y(t) et z(t)

y(t) = (L= [t = 1)) Lo g(t) et 2(t) = y(t) + 2yt — 1) + y(t — 2)
Montrez que z(t) est symétrique par rapport a t = 2.
3. Vérifiez que z(2+1t) = z(2 — t).
4. Représentez graphiquement z(t).

Exercice 18 On définit un signal x(t) déja étudié dans les exercices 1, 9 et 45 (p. 2, p. 4, p. 14) par

0 st t<—1

2 si te[-1,0]

2-t si tel01]
x(t) =

t si te[l2

2 s tel[2,3

0 si t>3

On s’intéresse au calcul de X(v). On pose zp(t) = t1)g1)(t) et Xp(v) = TF [x4(t)] (v), et dans Uezercice 46, il sera
montré que

(14 2inv)e 2™ — 1
4m2p?
6

Xb(V) =




1. On pose x4(t) = 21—y 3(t) et Xo(v) = TF [24(t)] (v). Sachant que

sin(mv
TF [1[7%7%]@)] (v) = 75” )
montrez que
sin(4mv) _oin,
Xa( ): ( ) 2

2. Montrez que
TFz(=t)](v) = TFz()l(-v)
et que
TFa(1 — 1)](v) = e 2 TF[x()](~v)
3. On pose xc(t) = (1 — [t)) 11—y 1y(t) et Xc(v) = TF [zc(t)] (v). Montrez en utilisant une construction graphique
que
zo(t) = wp(14+t) + xp(1 — 1)
4. Montrez que
X.(v) = Xy(v)e?™ + Xy(—v)e 2™

5. Montrez que
-2
sin®(mv)
Xe)=—5 3~
6. Lors de lexercice 9, il a été montré que
x(t) = x4(t) — xc(t — 1)

Montrez alors que

TV m2y2

X(v) = (2 sin(dmv) Sin2(7TV)> o2

Exercice 19 On considére un signal z(t) défini par

t+1
z(t) = / eIl dr
t

-1

1. On suppose ici quet > 1. En utilisant la décroissance det — e~ et le fait que e ™ < e~ pourt e [t—1,t+1],
montrez que pourt > 1,

|z(t)] < 2ee”!
En déduire que lim;_, 4 2(t) = 0.
2. Montrez que z(t) est un signal pair.

3. Montrez que

d
£z(t) — It -l

Pour cela, une facon de procéder est de définir un autre signal
t
F(t) = / eIl dr
— 0o
d’exprimer d’'une part z(t) en fonction de F(t) et d’autre part de remarquer que la dérivée de F(t) ent est e~ !,

4. Montrez que z(t) est décroissante pour t > 0.
5. Montrez que z(t) a une tangente horizontale en t = 0, et une tangente a gauche et a droite de t = 1 identiques.

6. Représentez graphiquement z(t).



Chapter 3

Signaux dépendant d’un second parametre,
descripteurs, transformée de Fourier de
signaux exponentiels

3.1 Exercices

Exercice 20 On considére le signal x1(t) et sa transformée de Fourier notée X;(v).

x1(t) = e_tl]R+ (t)

1

Montrez que X1 (v) = 1F2in0

+2

Exercice 21 On considére xq(t) = \/ete o2 avec a € R. On appelle ici

tmax = argmax xo(t) et tyin = argmin x,(t)
teR teR

Calculez tmax et tmin-
Exercice 22 On considére pour a > 0, un signal impair et un signal pair définis par
t2

Za(t) =t et y(t) = e 7

1. Montrez que

1
t* = argmax x,(t) =
. e N
2. Montrez qu’il existe t(1/?) défini par
1
y(t/?)) = Smaxy(t)

3. Puis montrez que t1/?) = /2In(2).

Exercice 23 On considére le signal z(t) = e~™" dont la transformée de Fourier est X (v) = e~ ™.

1. On définit la largeur a mi-hauteur du spectre
. 1
Av, =15 — 11 ot | X (o) = |X(11)| = 5 nax | X (v)]

Montrez que Av, = 2 In(2)

T
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Figure 3.1: X,(v) en fonction de v pour différentes valeurs de a. Exercice 25

2. On définit la largeur a mi-hauteur de la densité spectrale
. 2 2 1 2
Avg =1y — vy ot | X(1n)|" =X ()| = 5 Max | X (v)]

In(2)

Montrez que Av, = 24/ ==

3. On définit la largeur a mi-hauteur de la puissance instantanée

R 1
Aty =ty —t1 ou |z(ta)]? = |z(t)|* = 5 |2z (t) 2

21n(2)

T

4. On définit Awg = 2wAvy, calculez AwgAty.

Montrez que Av,Aty =

Exercice 24 On considére le signal z(t) = e~ " pour t € R.

1. Montrez que X (v) = 1-&-4% est sa transformée de Fourier.

27 +00 1
2. En déduire la valeur de [~ 0 s dv

Exercice 25 On considére deux paramétres fizes et différents notés a,b avec a # b et a > 0, b > 0. On considére
deuz signauz.

2a(t) = ae UH(t) et zp(t) = Vbe PH()

avec H(t) = 1o 4o0((1)-

1. Calculez les modules des transformée de Fourier de xq(t) et xp(t) en utilisant le fait que la transformée de

Fourier de e 'H(t) est Mﬁ

Ve et | Xp(v)| = L
Va2 4 4722 b VD2 + 4n2?

2. Représentez | Xq(v)| en fonction de v pour différentes valeurs de a et représentez | Xq(v)| en fonction de a pour
différentes valeurs de v. On admet ici que la dérivée partielle de |X,(v)| en fonction de a est égale a

[ Xa(v)| =

0 4722 — o2
= X)) = :
a 2y/a (a® + 4w2v2)2
9




Figure 3.2: X,(v) en fonction de a pour différentes valeurs de v. Exercice 25

(a) Montrez que | Xq(v)| est paire vis-a-vis de v.
(b) Montrez que | X,(v)| est décroissante pour v > 0.
(c) Montrez que | Xo(v)| est croissante vis-a-vis de a pour a < 2w|v| et décroissante pour a > 27|v|.

(d) La courbe en noire de la figure 3.1 représente | X, (%) |, expliquez pourquoi les points de cette courbe sont
des mazximas des courbes Xq(v) a a fizé.

(e) La courbe en noire de la figure 3.2 représente |X27T|V|(V)\, expliquez pourquoi on observe que lorsqu’on
augmente a avec a' > a, la courbe X,/(v) est au dessus pour la partie a gauche de cette courbe noire et en
dessous pour la partie a droite de cette courbe.

12
Exercice 26 On considére x4(t) = \/ete o2 avec a € R. On considére maintenant z4(t) = te=™ avec a € R.

1. Montrez que x,(t) est impair.
2. Qu’en-est-il de la parité de x,(t) ¢
Exercice 27 On considére pour a > 0, un signal défini par
xo(t) = te—at®
En utilisant les exercices 20 et 29, représentez graphiquement x4(t)
Exercice 28
ya(t) = [(b— @) — |t — @ — bl] Lo (1)

Montrez que yo(t) est symétrique par rapport a t = a + b.

+2
Exercice 29 On considére xo(t) = \/ete o2 avec a € R.

1. Calculez la dérivée et donnez le tableau de variation de x4/(t).

2. Tracez la courbe représentative de x4(t).

10



Chapter 4

Signaux gaussiens, techniques de calcul,
puissance et énergie de signaux
non-périodiques, intégration par partie

4.1 Exercices

Exercice 30 On considére un signal défini par

Représentez graphiquement y (%)

Exercice 31 Ce signal est une succession de segments joignant les instcmts t= 0 2,3: m(O) =0, :L‘( ) =1, x(S) O

E,.
Exercice 32 Calculez lénergie du signal z(t) = e "1g_ (t)

Exercice 33 On définit II(t) = 1;_1 1,(t). On considére deux signauz x1(t) et x2(t) définis par
272

t d
1(t) = 411 (2> et a(t) = Sa(1)
Ces signauz x1(t) et xo(t) ont été étudiés dans l’exercice 11 (p. 5). Calculez Ey, et Ey,

Exercice 34 On considére x1(t) = e '1g, (t) et xa(t) = x1(t — 1), déja étudiés dans lexercice 12 (p. 5). Calculez
lénergie de xo(t) notée E,,.

Exercice 35 On suppose avoir déja calculé que

+oo gt
/_oo 1462 "

1. Montrez que la fontion z — 2+1 est une fonction holomorphe sauf en z =1 ou z = —i.

/+oo dt
-
0o 14 (t+3)2

Exercice 36 On considére x(t) = =™ . On sait que pour tout o > 0,

+o0
/ e 202 dt = V2o

— 00

2. Montrez que

iz . _ 1
Montrez que l’énergie B, = 75
11
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Exercice 37 On considére xo(t) = \/ete . On remarque aussi qu’une primitive de te” “o? est —%-e “o%. En
utilisant une intégration par partie, montrez que

B, - ea38\/ 27

Exercice 38 On considére le signal z(t) = e~ ™ pour t € R, et on veut calculer sa transformée de Fourier notée
X(v).

1. Montrez que
2. Montrez que

3. Sachant que pour tout o > 0,

+o0 —t2
/ e202 dt =\ 2mo

—00

montrez que X (v) = e~ ™,

Exercice 39 On considére un signal x(t) dont l’énergie E, est finie. Montrez qu’alors

nml/Tm@Pﬁ—o
2T ] 1 N

T—+4o00

Cette expression est ce qu’on appelle la puissance.

Exercice 40 On considére le signal z(t) = H(t)e ™ avec H(t) = 1g, (¢).

1. Montrez que X (v) = 1_&1.,/%.

1

2. En utilisant x(t), montrez que E; = 1.

3. En utilisant X (v), montrez que

1 [t dv
E,=— 4.1
T 4g? /,Oo 1+ 12 (4.1)

4. Déduisez que

too gt
1m1+ﬁ_”

Exercice 41 On considére deux paramétres fizes et différents notés a,b avec a # b et a > 0, b > 0. On considére
deux signau.

zq(t) = ae H(t) et xy(t) = Ve "PH(t)

avec H(t) = 1o o0 (t)-
Montrez que x4(t) et xp(t) ont la méme énergie

1

El‘a :Ewb = 5

Exercice 42 On considére x(t) = e *'1g, (t) avec o > 0. Calculez E, a partir de x(t) et montrez que E, = 5

o
12



Exercice 43 On définit un signal x(t) déja étudié dans U'exercice 1 et 9 (p. 2, p. 4) par

0 st t<-—1

2 si te[—1,0]

2—t si te|0,1]
x(t) =

t si tell,2]

2 si te(2,3]

0 st t>3

Calculez son énergie E, et montrez que E, =12+ %

13



Chapter 5

Signaux périodiques, sinus cardinaux et
transformées de Fourier de fonctions portes,
propriétés de la transformée de Fourier,
relations trigonométriques, distribution Dirac

5.1 Exercices

Exercice 44 On considére o € [0, 1] et un signal x,(t) défini par
o x,(t) est périodique de période 1
o Pourte [0,af, z4(t) =1
e Pourt € [a,1], z4(t) =0
On considére yo(t) = zo(t — 3).
1. Tracez les graphes de x4 (t) et yo(t) pourt € [—2,2] en séparant les cas a < 5 et a > 1.
2. Tracez les graphes de z4(0) et yo(3) pour a € [0, 1].
3. Tracez les graphes de z4(%) et yo(0) pour a € [0,1[.
4. Montrez que
e sia<i, ya()—l[ ol ]()pourte[O 1]
e sia €l 1], Ya(t) =1, ]()—&-1[ 1)(t) pour t € [0,1]
Exercice 45 On définit un signal x(t) déja étudié dans lexercice 1 et 9 (p. 2, p. 4) par

st t< —

st te|—

st te

0

2

2—t si te]0,
t

2 st t e |2,
0

st t>3

1. En observant que x(0) = 2, montrez que



2. En s’inspirant de lexercice 43 (p. 13), montrez que

—+00 2
/ X@)? dv =12+

3. En s’inspirant de lexercice 9, représentez graphiquement TF~1 [Re(X (v)] (t)

Exercice 46 On définit un signal x(t) déja étudié dans les exercices 1, 9, 18 et 45 (p. 2, p. 4, p. 6, p. 14) par

0 st t<—1
2 s te]-1,0]
2—t si telol]
a(t) =
t si tel,2]
2 s te[2,3
0 st t>3
Dans Uevercice 18 montrant le calcul de X(v), il manquait une étape. On pose xp(t) = tlpy(t) et Xp(v) =

TF [z4(t)] (v), montrez que

(14 2inv)e 2™ — 1
4722

1. Une premiére facon de procéder est d’utiliser une intégration par partie.

/ ’ (ute)) vtt) dt = el - | " (t) (So) a

2. Une deuxieme facon de procéder est de s’appuyer sur le fait que

Xb(V) =

Sil’l(ﬂ'l/) efim/

TF 10 (1)] (v) =

TV

puis de montrer que

TF [_22'”1[0,1}(75)} (v) d <Sin(7w)6—im/>

dv T

Exercice 47 On définit I1(t) = 1[ ](t) Calculez et représentez graphiquement %(tﬂ(t))

1
T2

=

Exercice 48 On définit I1(t) = 1;_1 1,(t). On considére deux signauz x1(t) et x2(t) définis par

[SIE

)

[

21(8) = HIT (;) et 2o(t) = %:rl(t)

La représentation graphique de z1(t) a été étudiée dans ’exercice 11 (p. ).
1. Représentez graphiquement zo(t).

2. Calculez X1(0) et X2(0)

Exercice 49 On définit I11(t) = 1[7%’7%](75) et signe(t) = 1g, (t) — 1r_(t) On considére un signal x(t)

= ()5 ()

La représentation graphique de x1(t) a déja été étudiée dans 'ezercice 1/ (p. 6). On considére za(t) = La1(t).
1. Représentez graphiquement zo(t).

2. Exprimez xo en fonction de |t|, II et signe.

15



Chapter 6

Signaux a valeurs complexes, approximation,
temps moyen

6.1 Exercices

Exercice 50 On considére un ensemble de signaux v, (t) = (it)"1;_y 1)(t) avec n € N. Leurs transformées de Fourier
sont notées Xy (v).

1. Calculez X,,(0) et montrez que

n%_l s1 n =4k

0 st n=4k+1
Xn(0) = —%H si n=4k+2

0 st n=4k+3

2. Calculez le temps moyen de x,
1 “+o00 —+o0
<ty >= —/ tan(t)| dt et I, = / 2 (t)] dt
In —00 — 0o

et montrez que < t, >= 0.

3. Calculez l’énergie et la puissance de x, et montrez que B, = Qfﬁ et Py, =0.

Exercice 51 On consideére e1(t), ea(t) et x(t) des signaux périodiques de période 1.

el(t) =1
Pourt € [—%, %[, ea(t) = signe(t)
o) = gy

1. Montrez que e1(t) et ea(t) sont orthogonauzx pour la puissance.
2. Montrez que e1(t) et ea(t) sont de norme 1 pour la puissance.
3. Trouvez a et [3 tels que Z(t) approche le mieux x(t) sachant que
Z(t) = aei(t) + Pea(t)
Montrez que a = % et = %.
4. Représentez graphiquement z(t), Z(t), e1(t) et ea(t).

Exercice 52 On considére z(t) = e~ ™ ¢, Montrez en vous inspirant de Uezercice 56 (p. 11) que Uénergie By = %

16



Exercice 53 On considére le signal 3:( ) =e cos( ) 1l est souhaitable d’utiliser lexercice 52 (p 16). Vous pouvez
aussi utiliser le fait que cos®(t) = 5 + % cos(2t) = 1 + 3Re(e*'). Montrez que Uénergie est E, = 2\[ (1 +e 27r).

Q 2
x(t) = 767041‘/ ezwot
() =1/=
2

avec a > 0 et wy € R. Par ailleurs on sait que pour z,(t) = ™, X, (v) = e~ ™",

Exercice 54 On considére le signal

1. On définit z1(t) = xr(t)\/g. Montrez que X1(v) = X,(v)\/%.

2. On définit xo(t) \/7t Montrez que Xo(v) = e a"".

3. On définit x3(t) = z2(t)e™0!, montrez que

Exercice 55 On considére un signal complexe y(t) =
ae""H(v) ou H(v) = 1g, (v).

t+z pour t € R. On cherche un spectre de la forme Y (v) =

1. En utilisant la valeur y(0) = %

a 1
-, monlrez que 3 = 5.

+oo gt
/m 241

Jal?
2%Re(b)

2. Sachant que

montrez en calculant E, que

=T

On peut en effet remarquer que

e—bu — 6—§Re(b)ue—i Im(b)v

Il
3

2
3. On suppose maintenant que Im(b) = 0. Montrez que les deur conditions précédentes, § = 7 et 2§|§e|(b)
entrainent que

Y (v) = H(v)e ?™(—2in)

En appliquant la transformée de Fourier inverse a Y (v), montrez qu’on retrouve y(t).
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Chapter 7

Puissance et énergie d’un signal périodique,
valeur moyenne d’un signal périodique,
coefficients de la série de Fourier, valeur a
gauche et a droite, parité, représentation

7.1 Exercices
Exercice 56 On consideére les signaux suivants
z1(t) =sin(tv2) z2(t) = sinc(tv2) x3 = (x1(t))?
1. Représentez graphiquement x1(t)
2. Représentez graphiquement xa(t)

3. Représentez graphiquement x3(t) en exprimant x3(t) en fonction de cos(2v/2t)

Exercice 57 On considére les signaux e1(t), ex(t), x(t), z(t) définis lors de l’exercice 51 (p. 16). Représentez
graphiquement ces signauz.

Exercice 58 On considére le signal x(t) périodique de période 2 et défini par

SIS

x(t) =e 2 pourt € [0,2]
1. Représentez le signal z(t)

2. Montrez que

Exercice 59 On considére un signal périodique de période 2, noté x(t) et défini par
x(t) = €% pourt € [0,2]
On note Xy, les coefficients de la série de Fourier qui sont calculés dans ’exercice 67 (p. 21).

1—e!
Xp=——
P11 2ink

1. Calculez sa puissance P, et son énergie E,. Montrez que

1 -
25(1—6 %)
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2. A quelles fréquences sont associées les coefficients de la série de Fourier X, ¢

3. Montrez que

+o0 1

Pp=(1-¢)? 27.2
k:_ool—}-llﬂ' k

4. Montrez que pour tout réels a et b, on a

a? — b2 a+b

(a—b)2 a—b

Et montrez alors que

*f 1 1(3—e)
T2z A\
S~ 14+4r%k2 4 \e—1

Exercice 60 On considére x(t) périodique de période 2 défini par x(t) = e 3 pour t € [0,2[. Les coefficients de la
série de Fourier sont Xj, = 11;2%;2
1. Montrez que

+o0 1— 671

R A I V-
k;wwmk( yr=e

2. Montrez que

*1+2+ZOO kB
1+ 47r2k2

3. Montrez que

*f (=1)* :1< Ve _1>
1 +4n?k? 2 \e—1
4. Représentez graphiquement le module et l’argument de la transformée de Fourier.
Exercice 61 On considére o = % et xo(t) un signal périodique de période 1 défini par z4(t) = 1[_%’2]( ) pour
t € [—3,3]. On considére y(t) = 1+ cos(2mt). Représentez graphiquement z(t) et y(t).
Exercice 62 On considére o € [0, 1] et un signal x4 (t) défini par
o z4(t) est périodique de période 1
e Pourte[0,a], z4(t) =1
o Pourt €la,1], z4(t) =0
o Xo i sont les coefficients de Fourier de xq(t).

1. Calculez la puissance de x4(t) et montrez que

P, =«

«@

2. On considére un signal yo(t) périodique de période 1, dont les coefficients de Fourier Y, ) vérifient
Yor = (—1)FXoy
Calculez la puissance du signal y,(t) et montrez que
P, =Py,
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Exercice 63 On considére un singal x,(t) périodique de période 1 défini par

11
Ta(t) = 1[-g a)(t) pourt € [—5, 5[

On considére une sinusoide surélevée définie par
y(t) = 1 4 cos(27t)
1. A quelle fréquences correspondent les coefficients X, de la série de Fourier ?
Quelle est la valeur moyenne de x,(t), qu’est-ce que cela nous apprend sur Xo ¢

Calculez la puisssance Py.

e

Montrez pour y(t), la relation entre la puissance Py et la valeur moyenne < y(t) > est

2

5. Montrez que pour o = %, on a aussi

6. On considére le signal approchant x(t).
fL'\(t) — XO 4 X1672’i7’rt +X_162iﬂt
avec Xo calculé lors de la question 2 et X}, = asinc(mka) pour k # 0.

7. Calculez Z(t) pour o =

win

8. Représentez Z(t).

9. Calculez la puissance P;.
Exercice 64 On considére un signal y,(t) obtenu avec lexercice 75 (p. 26). Il est ainsi défini.
o sia< i y(t)= 1[%7a+%](t) pour t € [0, 1]

o sia€]3,1], ya(t) = 1[07047%](15) + 1[%71](25) pour t € [0, 1]
Montrez que

Yoo=a et P, =«

Exercice 65 En reprenant l’exercice 51 (p. 16), calculez la puissance de x(t) —Z(t) et montrez que P, ~ = ﬁ(l + %)
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Chapter 8

Série de Fourier, définition et propriétés,
utilisation de la distribution J(v)

8.1 Exercices

Exercice 66 On considére un singal x,(t) périodique de période 1 défini par

11
a(t) = 11-g,2)(t) pour t € [~5, 7]

1. Calculez Xy, les coefficients de la série de Fourier associée a x(t) et montrez que pour k # 0, X = asinc(mka)

et que Xp = a.

2. On approxime xz(t) par sa composante continue et sa premiére harmonique. L’approxzimation est notée Z(t).
Montrez que

F(t) = Xo + Xqe2im 4 X_je~2imt
Exercice 67 On considére un signal périodique de période 2, noté x(t) et défini par
x(t) = e % pourt € [0,2]
1. A quelles fréquences sont associées les coefficients de la série de Fourier Xj, ?

2. Calculez les coefficients Xy, et montrez que

1—e!
= T ik
Exercice 68 On considére le signal x(t) périodique de période 2 et défini par
x(t) = e % pourt € [0,2]
Ses coefficients de la série de Fourier sont

1—e!

X,=—
KT ik

1. On considere
N
Sv= > X
k=—N

Montrez que

K
1
Sk=(1-eb 1+ —
K= ) —l_kzzjll—i—éhrzk:2
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2. Sachant que

*Z‘” 11 <3—e>
1447202 4

= 1+4nn 4\e—1
montrez que Sk tend vers 3(1+e~1) quand K — +oc.

3. En utilisant

1 1 1
= lim z(t)+ - lim z(t) = (1 +e !
i 70+ g B w0 =5l e

qui a été montré dans lexercice 58 (p. 18), donnez deux explications conduisant d cette affirmation.

1 1
lim Sk = - lim 2 lim
L m Sk 2t10+x(t)+2t10_ac(t)

e La premiére raison est issue du calcul.

e La deuxieme raison utilise la série de Fourier.
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Chapter 9

Produit de convolution et distribution de
Dirac

9.1 Exercices

Exercice 69 On considére un signal x(t) quelconque et un signal h(t) défini par

() =260 + (1= 2) Vabe "1 o0

a

On définit un signal y(t) par
y(t) = h(t) * x(t)

Montrez que

y(t) = \/Eac(t) + Vab (1 — Z) ebt/ot e x(t)dr

lorsque x(t) est nul pour t < 0.

Exercice 70 On considére les signaux suivants :

w1 () =11 1) (1)
yi(t) = z1(t) * z1(t)
z2(t) = 1jqp)(t)

Y2(t) = z2(t) * z2(t)

1. Montrez que y1(0) = 1.
Montrez que y1(t) est nul pour |t| > 1.
Montrez que y1(t) est pair.

Pour t € [0,1], montrez que y1(t) =1 —t.

Gvo Lo e

En déduire que

yi(t) = (1= [t)1_11(0)
La représentation graphique de ce signal est réalisé dans 'exercice 17 (p. 6).
6. On pose x3(t) = z1(5L:) et ys(t) = x3(t) = x3(t), montrez que

((0 = a) = [t]) —(p—a) p—a] ()
23
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7. Montrez que

2o(t) = wa(t — 20

8. Montrez que
ya(t) = [(b—a) = [t —a = D[] 120,20 (%)

Exercice 71 On considére x(t) = 1j_1 j(t) et y(t) = eI, on cherche d calculer z(t) = x(t) * y(t).

1. Montrez que

2. Montrez que

3. Montrez que

L’étude de z(t) ainsi défini est faite dans l'exercice 19 (p. 7).
Exercice 72 On considére les signaux
z(t) = 1p1(t) et y(t) = z(t) +22(t — 1) + x(t — 2)
On note a(t) = x(t) * z(t) et on sait que
a(t) = (1—|t—1]) 1[0,2](75)
On cherche a calculer z(t) = x(t) * y(t).

1. Montrez que
z(t) = a(t) + 2a(t — 1) + a(t — 2)

L’étude de la symétrie et la représentation graphique de z(t) est faite dans l’exercice 17 (p. 6).
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Chapter 10

Filtres, définition et propriétés, utilisation
des limites

10.1 Exercices

Exercice 73 On considére deux paramétres fizes et différents notés a,b avec a # b et a > 0, b > 0. On considére
deuz signauz.

2q(t) = Vae 'UH(t) et x(t) = Ve PH(t)

avec H(t) = 1o 4o0((t)-
Leurs transformées de Fourier sont notées X,(v) et Xp(v).

\/a et v

X = Y X - Y
av) a+ 2imv o(v) b+ 2imv

On considére un filtre linéaire, temps invariant qui transforme xq(t) en zp(t). L’énergie de ces signaur a été
calculée dans Uexercice 41 (p. 12). Le calcul et la représentation graphique de X, (v) et Xp(v) est faite dans 'exercice 25

(p. 9).

1. Montrez que la réponse fréquentielle du filtre est

b /a+ 2imv
H =4/— | ——
@) \/; (b + 2i7w>

2. Montrez que |H(v)| = 1 pour une seule fréquence notée vy qui vaut

3. Montrez que H(0) = /7 et que

4. Montrez que

b (b2 — a?)
=

5. Montrez que

o sia<b, v |H(v)| est décroissante de —oo a 0 et croissante de 0 d 400, le filtre est un passe-haut ;
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e sib<a, v |H(v)| est croissante de —oco a 0 et décroissante de 0 a +o00, le filtre est un passe-bas ;

6. Représentez graphiquement |H (v)| en fonction de v.

\/7 \/7 b+217w

montrez que la réponse impulsionnelle du filtre est

7. Montrez que

Vb

8. En observant que Xp(v) = 5757,

ht) = | 260) + (1 - b) Vabe "1 4o (1

a a

9. En utilisant Uexercice 69, (p. 23), montrez que la relation entrée-sortie peut s’exprimer ainsi

y(t) = \/Ex(t) +Vab <1 - Z) e_bt/Ot e x(r) dr

lorsque x(t) est nul pour t < 0.
10. Montrez que si x(t) = x4(t) alors y(t) = zp(t).

Exercice 74 On considére un filtre dont la relation entréee-sortie est définie par

Ly(t) + by(r) = \fjt (1) + Vabr()

Montrez que la réponse fréquentielle est
=1 (2 2m0)
a \ b+ 2wy

Exercice 75 On considére o € [0, 1] et un signal x,(t) défini par
o x4(t) est périodique de période 1
o Pourte[0,a], z4(t) =1
o Pourt €la,l1], z4(t) =0
o X, sont les coefficients de Fourier de x4(t).

On considére un signal non-périodique x,,(t) = 1jg4)(t) dont la transformée de Fourier est notée X, (v).
On considére un filtre de réponse impulsionnelle h(t) = §(t — %)

o Ya(t) est la sortie du filtre obtenue lorsqu’en entrée on met x4 (t). Les coefficients de Fourier sont notés Yy .

o Yl (t) est la sortie du filtre obtenue lorsqu’en entrée on met x,,(t). Sa transformée de Fourier est notée Y. (v).
1. Montrez que pour t € [0, 1],
Vie 0,1], zalt) = 2 (1)

2. Montrez que X0 =

3. Calculez la méponse fréquentielle du filtre notée H(v) et montrez que
H(v)=e ™
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10.

. Montrez que y,(t) est périodique de période 1.

Montrez que

Yor = (—1)"Xar

Ceci permet dans exercice 62 (p. 19) de trouver les puissances de x4(t) et de yo(t).

Montrez que

Montrez que pour t € [0, 1],

Montrez que yo(t) = xq(t — %) Ceci permet dans lexercice 44 (p. 14) de réaliser des représentations graphiques
de xo(t) et ya(t).

Montrez que

o sia<i y(t)= Lt o (t) pourt € [0,1]

1
o sia €], 1], ya(t) = 1[0,04—%]@) + 1[%71](15) pour t € [0, 1]

Vérifiez en utilisant cette nouvelle caractérisation de yo(t) qu’on a bien

Yoo=a et Py, =«

27



Chapter 11

Autocorrélation

11.1 Exercices

Exercice 76 On cherche i calculer Uautocorrélation, pgq(t) pour z(t) = e~™. On admet ici que
TF [e"rﬂ (v) = e ™

1. Calculez s42(v) = TF[pye(t)] et montrez que

Sez(V) = e 2V

2. Montrez que Sy.(v) = X (\/2v)

3. Montrez que
Pax(l) = € 2

Exercice 77 On considére x(t) = 1g, (t)e™* avec a > 0, et y(t) = z(t) * (t).

1. Montrez que
y(t) = ( /0 (Pt —7) d7> 1z, ()

2. Montrez que
y(t) =te g (t)

Exercice 78 On considére x(t) = 1r, (t)e™* avec o > 0 et @4 (t) son autocorrélation.
1. Montrez que @y (—t) = e (t)*, ici * signifiant le conjugué.

2. Pourt > 0, montrez que

3. Montrez que

1
Soasx(t) = 276_04“ pour t € R
(0%

Exercice 79 On considére z(t) = e *'1g(t) avec a > 0. L’autocorrélation de ce signal est déja calculé et vaut

1 _
prx(t) = %e altl
L’exercice 42 (p. 12) a permis de montrer que E, = i Calculez ¢.,(0) et observez que ici
By = 42(0)
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Exercice 80 On considére x(t) = e *"1g_ () et pgo(t) son autocorrélation.

1. Montrez que

1

o+ iy

TF [z(t)] (v) =

2. En exprimant TF[p.,(t)](v) en fonction de X (v), montrez que

Spmc(o) = /Jroo |X(V)|2 dv

—0o0

3. Avec Uexercice 79 (p. 28), on sait que ©:(0) = i A partir de la question précédente et avec a = 2, montrez

que
too dy
/700 1+ V2 -7

Exercice 81 En utilisant les exercices 77 et 80 (p. 28 et p. 29), montrez que

1
—at _
" [te e (t)} - (o + 2i7r1/)2
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Chapter 12

Distributions et propriétés

12.1 Exercices

Exercice 82 On note H(t) = 1| yoo[(t). On admet que

1 1 1
TF [H(t)] (v) = 55 VP (1/) + ié(y)
et qu’on a déja calculé
TF 15 (0] () = sin(rv)
(=53] TV
1. En utilisant que
1 =H 1 H 1
Ly = H+ )~ HE )

qui a été calculé dans Uexercice 5 (p. 8), montrez que

TF (1,1 1| = TF [H(1)] (v) x 2isin(7v)

11
272
2. Montrez que 6(v)sin(nmv) =0

3. Montrez que

1 1 i
— VD () 2isin(mv) = sin(rv)
T v TV

Exercice 83 On considére x(t) = t1p (1), y(t) = 1y 1y(t) et 2(t) = §'(t) * x(t). On note X(v), Y(v) et Z(v) les
transformées de Fourier de ces trois signauz. On cherche d calculer X (v), de deuz fagons différentes. On considére
qu’on a déja calculé

_sin(7v)
TF (1,4 4()] ) = —
1. Montrez que
1— — v
V()=
Ty

2. En utilisant les expressions de la dérivée d’un quotient de deux fonctions, montrez que

d Y(I/) —1 ( 1 o ie—Qiﬂ'V o %e—Qim/>

dv 2 \w2 p2 v
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3. En déduire que

4722

X(l/) _ (1 — 2V, 621'7”/)

4. Un calcul mathématique utilisant un développement limité a ordre 2 de x — €* au voisinage de x = 0 permet
d’affirmer que

lim X (v) = 1

v—0
Retrouvez ce résultat en utilisant explicitement [*°° x(t) dt

5. Montrez que
2(t) = Lp(t) —o(t = 1)
6. Calculez Z(v) et montrez que

1— e—217r1/2iﬂ_y o e—227r1/

2(v) = 2imy

7. Montrez que Z(v) = 2irvX (v)

8. Déduisez des deux questions précédentes que

X(]/) _ <1 — o2V, e2i7r1/>

4722

Exercice 84 On considére trois signauz x(t), y(t) et z(t) définis par

x(t) =t

)
) = 1j0,1)(t)
) =x(t) *y(t)

Leur transformée de Fourier sont notées X (v), Y (v), Z(v).

y(t
z(t
(

1. Montrez que

2. Montrez que z(t) =t —

N[ =

3. Montrez que

-1
X(v)=—0
1) = L)
4. Sachant que TF {1[7%,%}(25)] (v) = Singy), montrez que
1— e—2i7r1/
Y)=-—5%
(v) 2imy
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5. Pour cette question, on admet d’une part qu’en général pour un signal f(t), on a

F@)d'(t) = £(0)0'(t) — f'(0)o(t)
D’autre part un calcul mathématique utilisant un développement limité a l'ordre 2 de x — e* nous informe que

dY (v)
dv v=0

=—imetY(0)=1
La premiére partie de cette équation signifie que la dérivée en v =0 de Y (v) vaut —imw. Montrez alors que
Z(v) =

, 1
%5 (v) — ié(y)

D=

6. Retrouvez Z(v) en utilisant que z(t) =t —
Exercice 85 On considére les signauz x(t), y(t) et z(t) définis par
z(t) = Lpo,1)(¢)
y(t) = 36() — 50 (})
2(t) = a(t) * y(t)

Leurs transformées de Fourier sont notées X (v), Y (v) et Z(v). On admet ici que

/RVP (i) f(r)dr = lim l/_:lf(:)d7+/el+oo f(:) dT]

1. Montrez que
1 i t
)= =11 q(t) — —In|——
R e
2. Représentez la partie réelle et imaginaire de z(t)

3. Montrez que

Y(v) = —H(v) = =10, 400/(V)

176—22'7”/

4. Montrez que Z(v) = 0 pour v < 0, représentez |Z(v)|. On admet ici que X (v) =

2y
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