Examen de traitement numérique du signal
Durée : 1h30
Une copie double manuscrite est autorisée. La calculatrice et le téléphone portable sont interdits.
Pour rappel,

o L1 oo(t) =6(t)

Figure 1: Signal périodique, x,,. Exercice 1

Exercice 1 On considere un signal x.,, temps discret périodique représenté sur la figure 1.
1. Quelle est la fréquence d’échantillonnage et quelle est la période du signal ?
2. Déterminez numériquement les valeurs du signal.
3. Calculez I'autocorrélation en t = 0, notée v, [0]. Trouvez les entiers a, b, c,d tels que

O =at+ 44 2
TR T

4. Calculez I’autocorrélation pour un retard d’un pas de temps notée v, [1]. Trouvez les entiers a,b,c,d tels

que
b ¢ d
’yaj[l]:a—i-g—&-z-i-ﬁ
Solution :
Te=1.5e2;

motif=[0.5 -0.5 2 1;

tn=Tex* (-1-length (motif) : length (motif)+1);
xn=[motif (end) motif motif motif (1:2)];
figure(l); stem(tn,xn,’Linewidth’,2); grid minor;

1. T, = 150s et donc f. = ﬁHz. La période est de 3T, = 450s.

2. 29 = 0.5, 21 = —0.5, xz9 = 2.
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Exercice 2 On considére un signal x,, temps discret périodique de période N = 4, échantillonné a la fréquence
fe = 10Hz. Le signal x,, est défini par les valeurs
1 1
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On considere un filtre défini par sa relation entrée-sortie

1 1
Yn — §yn—1 =Tn+ ixn—l

1. Calculez le module de la transformée de Fourier en la fréquence fo = bHz et montrez que l’on trouve la
valeur de %.

2. Calculez le module de la réponse fréquentielle et montrez que

I~

™

5+ 4 cos(F)
5 —4cos(%)
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3. Calculez le module de la transformée de Fourier de vy, en la fréquence fo = bHz et montrez qu’elle vaut 1—12

Solution :

1. N=4etpourk =2, f, = 5Hz

1 | . | 1 1 1
Xl = Z (CL‘O + 'Ile_']2ﬂ—% + $2€_‘72ﬂ-% + $36_]2Wg) = 1(1/2 —0- 5 — 1) = T
EN 1
%l=4

2. Laréponse fréquentielle est donnée par la relation entrée-sortie.
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Figure 2: Visualisation des valeurs prises par les descripteurs pour chacun des six sons. Exercice 3

5+4 Cos(%) N

3. On constate d’abord que ’H(fo)‘ = m =

ol

7| =R =AW %] = 5

Exercice 3 On considére six sons numérotés de 1 a 6. Le véritable sens de chacun des sons est décrit y; €
{1,2,3} : y; = 1 signifie que le son i correspond au mot un, y; = 2 correspond a deux et y; = 3 correspond a
trois. On suppose ici qu’apres un traitement numérique complexe, on est parvenu a donner deux descripteurs A;
et B; et a calculer leur valeur numérique pour chacun des sons (il s’agit ici pour chaque descripteur, d’une valeur
pour ’ensemble du son). On considere ici comme technique de prédiction, la sélection du plus proche voisin au
sens de la norme euclidienne en utilisant le descripteur A d’abord puis A et B ensuite. L’objet de cet exercice
est de déterminer ['utilité des classifieurs obtenus. Le tableau suivant ainsi que la figure 2 montre les valeurs des
descripteurs pour chaque son.
son A B
son 1l | -0.74453 | -0.49159

son2 | 0.75253 | 0.43842
son3 | 4.0884 -1.8468
son4 | -0.18372 | 0.2577
son 5 | 1.3006 3.8505
son6 | 1.1719 2.2442

W N~ W N~

1. On utilise les trois premiers sons pour la base d’apprentissage et les trois sons suivants pour la base de test.
Pour la classification, on considere ici que le descripteur A. Déterminez la prédiction de chaque son de la
base de test. Déterminez la matrice de confusion, la sensibilité globale. Déterminez aussi la précision et le
rappel pour chaque classe.

2. On utilise maintenant les deux descripteurs et on réalise une validation croisée en deux lots, calculez la
sensibilité globale.

y=[1:3 1:3]";
A=zeros (6,1); B=zeros(6,1);



A(y==1)=-0.2+0.5*«randn (2,1);
A(y==2)=0.2+randn (2,1);
A(y==3)=1+2*randn(2,1);
B(y==1)=l+randn(2,1);

B (y==2)=1.5+randn(2,1);
B(y==3)=3xrandn(2,1);

for i=1:6

ligne=[’'son ’',num2str(i),’ & ’',num2str(A(i)),’ & ',num2str(B(i)),’ & ’',num2str(y(i))
disp(ligne),
end
figure (1) ;
plot (A(y==1),B(y==1),’.’,A(y==2),B(y==2),'+' ,A(y==3),B(y==3),’h’);
legend ('un’,’deux’,’trois’);
xlabel ("A"),ylabel ('B’);
ea=0.04* (max (A) -min(A)); eb=0.04* (max (B)-min(B));
for i=1:6
text (A(1)-ea,B(i)+eb, num2str (i));
end
axis([min(A)-1 max(A)+2 min(B)-1 max(B)+2]1);

1. Les sons 4,5 et 6 font parti de la base de test.
Ta=1, T5=2, kg =2

La matrice de confusion obtenue est alors

1 00
C=[010
010
La sensibilité globale OA = 122t — 2,
ij “ig
iée 3 - Cn — — Cn _
Pour la classe associée a un, Py = =5 = L 1R1 = onTonTon =
1ée 3 = %22 2 — 22 —
Pour la classe associée a deux, Py = 52— = 5. Ro = 55765765, = 10
S . v , PP _ - _
Pour la classe associée a trois, Py = =72+ n’est pas définie. R3 = 72— = 0.

2. La validation croisée se fait d’abord en considérant pour la base d’apprentissage les trois premiers sons et
pour la base de test les trois autre sons.

Fa=1, T5 =2, Tg =2

Il y a ici deux bonnes prédictions, la sensibilité globale est donc : OA; = %

Ensuite on considere les sons 4, 5 et 6 comme base d’apprentissage et les autres sons comme base de test.

~

flzl, $2:1, f3:3
Il y a ici deux bonnes prédictions, la sensibilité globale est donc : OAy = 2

g-
La sensibilité globale finale est donc égale a : OA = %(OAl + OAy) = %

Exercice 4 On considere un filtre H défini par sa relation entrée-sortie
d
%y(t) + 2y(t) = z(t) ey

On cherche déterminer deux filtres numériques H1 et Ha a partir de H. La fréquence d’échantillonnage considéré
pour ces filtres numériques est fo = %Hz.



1. Déterminez la relation entrée-sortie de H1 obtenu en appliquant la transformée bilinéaire sur H, et montrez
que ’on obtient

n 1 1 n 1
by -1 ==X —Tn—
Yn 3yn 1 3¥n 3%n 1

2. Déterminez la relation entrée-sortie de Ho obtenu en appliquant I’invariant impulsionnel sur ‘H, et montrez
que [’on obtient

—4 —4
Yn —€ Yn—1=2Tp+€ Tp_1

Pour cet exemple, la transformation par invariant impulsionnel transforme un filtre de réponse impulsion-
nelle h(t) en un filtre de réponse impulsionnelle h# :

0 sin <0
h#: TGT sin=20

Solution :

1. La fonction de transfert de H est

La fonction de transfert de 7 est
21—zt 1—2z71 14271
H(x)=H(=-—"—=2 _\=H -
1(2) <T61+z1) (1—|—z1> 34271
2. Laréponse impulsionnelle h(t) de H est
h(t) = e g 4oei(1)

Cela peut se justifier par exemple en considérant la transformée de Laplace de cette réponse impulsionnelle
et en vérifiant que 1’on obtient alors la fonction de transfert de H.

L’invariant impulsionnelle donne alors cette réponse impulsionnelle pour Hos.
haln] = 2e~*"1y([n] — 6,
La fonction de transfert associée est alors :
1 1+e 4271
e T e
fe=0.5;
ech_f=-5:1e-3:5;
p=Jj*2*pi*xech_£f; H=1./(2+p);
ech_fl=fexatan (pixech_f/fe)/pi;
z=exp (jx2+«pixech_£fl/fe); zinv=l./z;
Hl1=(1/3+1/3xzinv) ./ (1+1/3*xzinv);
max (abs (H1-H) ),
ech_f2=ech_f (abs (ech_f)<fe/2);
z=exp (J*2+pi+ech_f2/fe); zinv=1./z;
H2=(1l+exp (=4) xzinv) ./ (1l-exp (-4) xzinv) ;
H2_bis=zeros (1, length(ech_f£f2));
for k=-4eb5:4eb5
p=J*x2*pix* (ech_f2-kxfe);
H2_bis=H2_bis+1./(2+p);
end
max (abs (H2-H2_bis)),



