Examen théorie du signal (3 heures)

L3SPI

Les calculatrices et les téléphones portables ne sont pas autorisés. Une copie double manuscrite est autorisée.

Exercice 1 On considére un signal z(t) = 6(t) — (1 —i)0(t —1) — (1 +14)0(t —2) + (1 —9)d(t — 3) +i6(t — 4). On
définit un deuzieme signal y(t) = ft x(T)dT.

1. Calculez y(t) et montrez que
y(t) = Lo (t) +ilpgp(t) — Lpz30(t) — iliz.4(2) (1)

.2. Représentez en fonction du temps Re(y(t)) et Im(y(t)).

3. Représentez les complezes contenus dans l'ensemble {z|3t, z = y(t)}. Le signal y(t) prend un certain nombre de
valeurs complexes et cet ensemble regroupe tous ces complezes.

4. Calculez la transformée de Fourier de y(t) notée Y (v) et montrez que

1— 6721'7”/ 1— 6781'771/

Y(v) =

2imy 1 —qe2imv
1. On pose H(t) = 1 oo((t) = ' d(7)dr

y(t) = H(t) — (1 — ) H(t — 1) — (1 + i) H(t —2) + (1 — ) H(t — 3) + iH (t — 4)
= H(t)— H(t—1)+i(H(t—1)— H(t —2)) — (H(t —2) — H(t — 3)) — i(H(t — 3) — H(t — 4))

Re(y(t)) = Ljo(t) — Lz3(t) et Im(y(t)) = L1 o((t) — Lz4(t)

3. L’équation (1) peut se hre autrement.
— Pour t € [0,1], y(t) =
— Pour t € [1,2[, y(t) =
— Pour t € [2,3], y(t) =
— Pour t € [3,4], y(t) =
— Pour ¢ £ [0,4], ():

0

Donc l'ensemble {z|3t, z = y(t)} est composé de 5 complexes : 0,1,4, —1, —i.

4. On calcule d’abord que TF [1p1)(¢)] (v) =1 ;hjjw. L’équation (1) permet alors d’affirmer que
1— 6—2i7r1/ ) ) ) 1— 8—27,7ru 1— ( —2z7r1/)4
Y — 1 - —2imv _ —dimy _ ; —6imv]
2 2Ty [1 +ie ¢ e I= 2iry 1 — (ie=2m)

Exercice 2 On consideére deuz signauz x(t) = e~ et y(t) = signe(t)x(t) et X (v),Y (v) leurs transformées de Fourier.

-1 st t<0
signe(t) =< 0 si t=0
1 s t>0
1. Calculez X (v) et montrez que X (v) = M%'
.2. Démontrez que
d ,
TF gx(t) (v) = 2imvX(v) (2)
.8. Déduisez de l’équation (2), que
4
Y() = iTv
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4. On considere un nowveau signal z(t) = x(t) * 1o 1.o0[(t), montrez que
t .
e st t<0
Z(t)_{ 2—et si t>0

x désigne ict le produit de convolution.

.5. Représentez graphiquement z(t).

Solution :

1. On applique la transformée de Fourier & z(t) et on découpe 'intégrale en deux parties, d'une part entre —oo
et 0 et d’autre part entre 0 et +o00. Sur chaque intégrale, on enléve les valeurs absolues en en précisant la

signification exacte. Sur la premiére intégrale, on applique un changement de variable ¢’ = —t.
O (—im) T 142imy) 1 1 2
X = TS dt - ™ dt = =
) /0 ‘ * /0 ‘ 1 2imy 1420 14422

.2. On procede a une intégration par partie.

d o d —2imut —24myt] To0 e : —2imut ;
TF ax(t) (v) = al‘(t)e dt = [z(t)e ]700 - z(t)(—2imv)e dt = 2imrv X (v)
3. On remarque que y(t) = —%x(t). Aussi
d ) dimy

4. On considére d’abord le cas ot t < 0. On découpe 'intervalle sur lequel on intégre.

0 +o0o t
2(t) = / € 1jg, ool (t — 7) dT +/ € Lo yoof(t — ) dT = / eTdr +0=¢
0

—00 —00

On considére ensuite le cas ot t > 0. On découpe l'intervalle sur lequel on intégre.

0 +00 0 t
2(t) = / 671[07+oo[(t —7)dr + / 6_71[074_00[@ —7)dr = / e"dr + / e Tdr=1+(—et+1)=2—-¢""
0 0

—c0 —o0
.5. Voici une simulation Matlab permettant d’obtenir le graphique.

t=-4:1e-3:4;
z=exp(t) .*(£<0)+(2-exp(-t)) .*(t>=0);
figure(1); plot(t,z); axis([-4 4 0 2]);

La courbe est montrée sur la figure 1.

Exercice 3 On considére deuz signauz périodiques de période 1 définis sur [0,1] par

eo(2t) st t<
—ep(2t —1) s1 t>

eo(t) = V2sin(nt) et ei(t) = { (3)

NI NI

On considére x(t) un signal périodique qui vérifie x(t) = 1y 1,(t) pour t € [0,1[. On définit un produit scalaire entre
’2

deuz signauz réels x1(t) et xo(t) avec

1
< 1}1(t),l‘2(t) >:/0 SUl(t)l’Q(t) dt

qui induit une distance définie entre ces deux signaux par
1
1 () — 22(t) > =< 21(8) — 22(t), 21(t) — 22(t) >= / (z1(t) — 22(1))* dt
0

On a approzimativement % ~ 0.32 et ? ~ 0.45.



FIGURE 2 — Courbes représentatives de eg(t) et ey (t)

~N

1. Montrez que e1(t) = v/2sin(27t) pour t € [0,1]. Représentez graphiquement eo(t) et ey (t).

IS

2. Ezpliquez pourquoi ey(t) et e1(t) forment une base orthonormée d’un ensemble de fonctions.

.8. On cherche a, B tel que ||x(t) — aeo(t) — Bei(t)||? soit minimal montrez qu’alors
a=<z(t),en(t) >, B=<x(t),el(t) > (4)

4. En utisant les équations (4), calculez o, B et montrez que a = 3 = ?

5. Calculez et représentez graphiquement x(t) et y(t) = aeo(t) + Bei(t) sur le méme graphe.

Solution

.1. Voici une simulation sous Matlab prouvant le résultat énoncé.

t=0:1e-3:2;

e0=0(t) (t>=0) .*(t<=1) .*sin(pix*t)*sqrt(2);

el1=0(t) (e0(2%t) . % (t>=0) . % (£<0.5) -e0(2*t-1) .*x(t>=0.5) . *(t<1));
figure(1); plot(t,e0(t)+e0(t-1)); axis([0 2 -1.5 1.5]);
figure(1); plot(t,el(t)+el(t-1)); axis([0 2 -1.5 1.5]);
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La réponse peut étre déterminé ainsi.

Sitelo,3],
e1(t) = eo(2t) = V2sin(27t)
Sitel:,1],
e1(t) = —eg(2t — 1) = —V2sin(2nt — 1) = V/2sin(2nt)

.2. Une base orthonormée vérifie deux caractéristiques, tous les éléménts de la base sont de normes 1 et ils sont
tous deux & deux orthogonaux.
— Pour t € 0,1], €3(t) = (V2)?4 — 5 cos(27t) et donc [eg? =1
— Pour t € [0,1], e3(t) = (V2)?2 — 5 cos(4rt) et donc [eq|? =1
— Pour t € [0,1], eg(t)er(t) = 2sin(nt) sin(27t) = — cos(3nt) + cos(nt) et donc < eg(t),e1(t) >= 0.
.3. On note

(Oé,ﬁ) l(t) — aeo(t) — Ber(1)]|?
= [lz(t)]|? — 2a < 2(t), e0(t) > =28 < x(t),e1(t) > +a® + B2

J est minimal lorsqu’elle annule les dérivées partielles :

0=2J=-2<z(t),e(t)>+2a = a=<z(t),e(t)>
0=g5J] = —2<a(t)et) >+28 = B=<uz(t),e(t) >

a=<x(t),e(t) >= /02 V2sin(rt) dt = @ [— cos(mt)]

2 1
B =<uz(t),e / V2sin(2nt) dt ;f [—cos(27t)]§ = —
.5. Voici une simulation Matlab permettant d’obtenir la représentation graphique.

t=0:1e-3:2;

x=0(t) (t>=0) .*%(t<=1/2);

e0=0(t) (£>=0) .*(t<=1) .*sin(pi*t)*sqrt(2);

e1=0(t) (e0(2#t) . *(£t>=0) . *(£<0.5) -e0(2*t-1) . *(£>=0.5) . *(t<1));

alpha=sqrt(2)/pi;

figure(1); plot(t,alphax(e0(t)+el(t)+e0(t-1)+el(t-1)),t,x(t)+x(t-1)); axis([0 2 -1.5 1.5]);

La figure 3 montre z(t) en vert et y(¢) en bleu.

Exercice 4 On considére un filtre défini par sa relation entrée-sortie transformant x(t) en y(t)

d

Su(t) = a(t) ~ a(t — 1)

.1. Montrez que sa réponse fréquentielle est
H(v) = "™ sinc(nv)
2. A partir de cette réponse fréquentielle, montrez que la réponse impulsionnelle du filtre est
h(t) = 1p,1(t)
.3. On place en entrée de ce filtre un signal zc(t) = 6(t — €). On note la sortie y.(t), montrez que

Ye(t) =1 [e,e+1] (t)
4
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F1aURE 3 — Courbe représentative de x(t) en vert et y(t) en bleu.

4. Etant donné un signal réel z(t) et a partir de la définition de l'autocorrélation v,(t), démontrez que

V= (t) = 2(t) * Z(2)
ot 2(t) = z(—t). Attention cette relation n’est valable que si z(t) est réel.

5. On suppose ici avoir déja calculé que
a(t) = (1 — [t = 1)1 (t) = Ljo17(t) * Lo 1) (2)
ot *x est le produtt de convolution. Montrez que autocorrélation de la sortie est
() = alt +1)
Solution
1. A partir de la relation entrée-sortie, on a
2imvY (v) = X(v) — e 2™ X (v)

Et la réponse fréquentielle est donc

1— — 2y
Hy)=-—S

% = e "™ sinc(nv)
iTv

2. On remarque que TF [111)(t)] (v) = H(v), aussi h(t) = 1p1)(¢).
.3. La relation entrée-sortie d’un filtre peut s’écrire avec le produit de convolution
ye(t) = h(t) * $E<t) = h(t — 6) = 1[071] (t — 6) = 1[676+1] (t)

4. Pour démontrer cette relation, on peut par exemple partir de la définition de I'autocorrélation avec une expres-
sion intégrale.

“+00 “+oo
Vo (t) = / (r)2(r — ) dr = / (F)3(t — 7Y dr = (1) * 5(2)
.5. On va utiliser I’expression de 'autocorrélation
Yy(t) = y(t) = §(t) avec §(t) = y(—1)
On remarque que
Y(t) = L) (t) = Loy (t —€) et G(t) = y(—t) = L erq)(—t) = L—emy —q(t) = Loyt + €+ 1)

Les regles sur le produit de convolution permettent alors d’affirmer que v, (t) = a(t —e+e+1) =a(t+1)
)



